
Köszöntõ
Köszönjük, hogy az Euklides c. programot választotta! Reméljük, a szoftver használatában sok örömét leli majd, és vele sok érdekes geometriai tételt, feladatot próbál ki, vagy akár újabb felfedezésekre is jut segítségével.

A programot Ön akár kezdő, akár haladó – netán profi – geométerként is hatékonyan használhatja tanuláshoz, tanításhoz, kutató- vagy akár nyomdai illusztrációs munkához.

Az eredményes munkához kíván segítséget nyújtani ez a kis felhasználói kézikönyv is. Reméljük, a program legalapvetőbb funkcióinak használatára tapasztaltabb felhasználóknak már önállóan is sikerült rájönni, ám minden bizonnyal számukra is tud újat nyújtani a füzet. Nem beszélve a kezdőkről, akik kedvéért az alpoktól kezdjük a használat magyarázatát. (Nem tekintjük azonban feladatunknak alapvető számítástechnikai és Windows ismeretek közlését, ezeket feltételezzük; az egér lélektanáról egy halom bevezető jellegű mű meglehetősen bőven értekezik – ld. az irodalomjegyzéket! –; abszolút kezdőknek ajánlott egy ilyen könyv beszerzése.)

Konkrét példákon mutatjuk be lépésről lépésre a program legalapvetőbb majd azokon túli funkcióit, kiegészítő lehetőségeit. A Felhasználó szíves figyelmébe ajánljuk a könyv utolsó szakaszában található kis „feladatgyűjteményt”, melyben kezdő és haladó geométerek is találnak testre szabott példákat. Az ottani szerkesztések elvégzése során jelentékeny gyakorlatra tehetünk szert a program használatában, ráadásul egy-egy hasznos ismeretet, érdekességet is tanulhatunk vagy felfrissíthetünk. Tapasztalatunk szerint még a legközismertebb szerkesztések elkészítése is új tanulságokkal szolgálhat; a program haladó geométerek szemléletét is képes fejleszteni.

A program újabb verziójának elkészültéről a regisztrált felhasználók postai úton kapnak értesítést.

A program használatához sok sikerélményt és jókedvet kívánnak a szerzők:
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Az Euklides egy vektorgrafikás geometriai szerkesztő-rajzoló program. Első közelítésben azt mondhatjuk, hogy ez egy virtuális szerkesztőkészlet, mellyel a középfokú matematikából ismeretes szerkesztések végezhetők el (természetesen az alapvető szerkesztési lépéseken túl további lehetőségeket is biztosít). Nem egyszerűen egy rajzolóprogramról van szó, mivel alapvető sajátossága, hogy a szerkesztés menetét geometriai objektumok leszármazási rendszerének tekinti; a szerkesztés (pl. háromszög beírt köre) nem statikus képződmény a rajzlapon, hanem a bázispontok (példánkban a három csúcs) mozgathatósága által látványos animációként megjelenő struktúra. A szerkesztés dinamikus változásakor jól nyomon követhető a lényeg, nagyszerűen megfigyelhető az objektumok egymásra épülése, egymástól való függése. Egyszóval ez egy alapvetően matematikai szemléletű rajzolóprogram – részint rajzoló-, részint CAD alkalmazásokra emlékeztető jegyekkel.

Ily módon a program alkalmas lehet a diákok geometriai szemléletének alakítására, fejlesztésére, sőt haladóbb geométerek – egyetemisták, vagy akár tanárok is – használhatják segítségként feladatok, problémák elemzésekor. Könnyen nyomtathatók pl. iskolai tanórához olyan mintaszerkesztések, melyeknek elkészítése talán még egyszerűbb is ezzel a kis programmal, mint egy hagyományos nagyszabású CAD-alkalmazás segítségével.

Speciálisan geometriai illusztrációk készítéséhez akár nyomdai alkalmazása is elképzelhető.

A szükséges hardver- és szoftverkörnyezet

A program használatához Microsoft Windows 95/98 / NT 4.0 vagy ennél fejlettebb operációs rendszer, és így természetesen ilyen futtatására alkalmas hardverkörnyezet szükséges.

Tapasztalatok szerint a program első változatai 486DX2 gépen, S3Trio32/64 videorendszerrel megfelelő sebességgel futottak – legalább ilyen konfiguráció ajánlott.

A 2.0 változat az azóta fejlettebb videokártyák képességeit jobban kihasználó, igényesebb megjelenítési módozatokat tartalmaz, melyek 2D videogyorsítást legalább igényelnek a megfelelő sebességű dinamikus animációkhoz. A program legalább 256 színű megjelenítést igényel, de lehetőség szerint ennél nagyobb színmélység erősen ajánlott.

A program általános ismertetése

A program célja

A geometriai szerkesztés bizonyos alapul felvett objektumokból meghatározott szerkesztési lépések (esetleg ezekből készített összetettebb algoritmusok) alapján másokat származtat le. A geometriai szemlélet elsajátításának legfontosabb momentuma ennek a leszármazási struktúrának a megértése. Egy szerkesztésben soha nem a konkrét objektumok lényegesek (ti. hogy egy pontot vagy egyenest hova veszünk fel), hanem a szerkesztési lépések egymásra épülése. Ha ez világos, akkor az objektumok konkrét elhelyezkedése, a szerkesztésnek adott alaphelyzetből való elvégezhetősége, illetőleg a ténylegesen kialakuló látvány további vizsgálata már csak a feladat elemzésének, diszkutálásának tárgykörébe tartozik.

Tapasztalatok szerint – különösen gyengébb kezdők számára – gyakran az jelenti a nehézséget, hogy a szerkesztésnek a rajzlapon megjelenő konkrét realizációjában már nem látják világosan a rendszert, és bennük a szerkesztés nem annyira leszármazási struktúraként, hanem csupán statikus ábra formájában jelenik meg. Magukat a szerkesztési lépéseket ugyanakkor nem új geometriai objektum származtatásának, hanem motorikus algoritmusoknak látják (“kézbe veszem a körzőt, kinyitom vigyázva, hogy melyik szárát fogom, körívezek vele alul-fölül, leteszem a körzőt, felveszem a vonalzót stb.”)

A program egyik célja lehet ezen segíteni. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a körzőt és vonalzót sutba szeretnénk dobni, mert fontos a szerkesztés technikájának elsajátítása, azonban ha egy geometriai probléma vagy bonyolultabb szerkesztési folyamat átlátása, megértése a cél, akkor mindenképpen hasznos lehet a számítógépes illusztráció, a körzős-vonalzós szerkesztés pedig maradhat utána házi feladatnak. Haladóbb geométerek számára is hasznos segédeszköz lehet feladatok megoldásának megsejtéséhez, diszkutálásához vagy tételek demonstrálásakor.

A program szemléletmódja

A forgalomban lévő közismert rajzolóprogramokkal szemben az Euklides szemléletmódja, kezelése – fentiek értelmében – a geometriai gondolkodást támogatja. A vektorgrafikus programok (rajzolóprogramok, CAD-rendszerek) túlnyomórészt objektum-centrikusak; az objektumokhoz befoglaló téglalap tartozik, megfoghatók, odébbvihetők, elforgathatók stb. Ez a felfogás alapvetően alkalmatlan olyan feladatok elvégzésére, melyekre az Euklides készült.

Az Euklides-szel készített ábrák – ahogy minden szerkesztés – bázispontokra épül. Ezek olyan szabadon felvett pontok, melyek megfoghatók és odébbmozgathatók. (Nem minden pont bázispont, például két kör metszéspontja a két kör helyzetének változásától függ, nem mozgatható szabadon.) Az Euklidesben minden objektumot bázispontokra kell felépíteni! Egy egyenest vagy kört nem vehetünk fel csak úgy a “levegőben”; az euklideszi elvek is csupán azt engedélyezik, hogy pl. két pontra egyenest illesszünk, két pont távolságát körzőnyílásba véve adott középponttal kört rajzoljunk stb. 

Az objektumoknak nincs befoglaló téglalapja és nincsenek “fogantyúk” sem – nem is kellenek; az objektumok közvetve, bázispontjaik révén mozdíthatók. Van lehetőség rá ugyan, hogy egy objektumot látszólag szabadon megmozdítsunk, azonban ilyenkor minden olyan bázispont, melyből az adott objektum közvetlenül vagy közvetve származik, a belőlük származó összes további objektummal együtt mozdul.

A program üzembe helyezése

Hardver-szoftver környezet

A program bármilyen manapság átlagosnak mondható környezetben futtatható; minimális hardverigénye IBM PC kompatíbilis, 386-os alapú számítógép, Microsoft Windows95/NT4.0 vagy fejlettebb operációs rendszerrel.

Telepítés

Az Euklides az euksetup.exe önkicsomagoló állomány futtatásával telepíthető. A program a példákkal együtt kevesebb mint 1.2 MB lemezterületet igényel.

A Telepítő kérésre a Start/Programok menüben és/vagy a Munkaasztalon elhelyezi az indító parancsikont.

A program eltávolítása a Vezérlőpult/Programok hozzáadása dialógusból kezdeményezhető.

Indítás

A telepítés befejezésekor a program azonnal indítható, később pedig a Start/Programok menüből és/vagy az Asztalról – attól függően, hogy telepítéskor hova kértük a parancsikont.

Ismerkedés a programmal

A program célja, filozófiája

Az Euklides olyan grafikai program, mellyel geometriai szerkesztések felépítését gyakorolhatjuk és tanulmányozhatjuk. Használatával lehetőségünk nyílik szerkesztések gyors és pontos elkészítésére, sokkal precízebben és kevesebb fáradsággal, mint hagyományosan papíron, körzővel, vonalzóval. Nagy előnye a papíros szerkesztéssel szemben, hogy a szerkesztésen munka közben is változtathatunk; bármikor egy mozdulattal átrendezhetjük az addigiakat, ha úgy gondoljuk, hogy nem elég szemléletes az ábra – eközben a származási viszonyok megmaradnak. Ez a lehetőség alkalmassá teszi a programot tanulási, oktatási-demonstrációs célokra vagy akár összetettebb problémák elemzésére, diszkutálására is.

A munkafelület

A munkafelület állítható – alapértelmezés szerint A4-es ív méretű – rajzlap. Amennyiben a készülő ábra egyszerre nem fér a képernyőre, görgethető. A gördítősáv hasznos tartománya – prioritási sorrendben – a mindenkori aktív terület, lapméret vagy a szélső bázispontok által meghatározott tartomány; a csúszka ezen belüli mozgásra használható, de a nyilakkal ezen kívülre is mehetünk – elvileg korlátlanul. A tájékozódást a munkaterület szélein elhelyezkedő vonalzók segítik. A program funkciói menük és gombok segítségével érhetők el.

Menük

Az általánosan előforduló Fájl menü mellett objektumok felvételét, törlését, paraméterek állítását végző Felvétel, Törlés, Tulajdonságok menüket találunk. Ehhez jönnek a programbeállításokat és a segítséget tartalmazó menük.
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A legösszetettebb a Felvétel menü, mely révén a szerkesztés objektumait felvehetjük. Ebben objektumtípusonkénti (pont, egyenes, félegyenes, szakasz, kör, körív) csoportosításban almenük találhatók stb.

Gombok

A legfontosabb funkciók gombokkal is előhívhatók; a gombok eszköztárakon, nagyjából a menüknél leírtaknak megfelelő csoportosításban találhatók.

Legnagyobb számban az objektumok felvételét kezdeményező gombokat találunk, de vannak eszközgombok tulajdonság-állításra és fájlműveletekre is.

A funkcionálisan hasonló gombok eszközcsoportokban, ún. dokkolható lebegő eszköztárakon foglalnak helyet. Például az objektumok felvételét kezdeményező gombok objektumtípusonkénti csoportosításban találhatók. Ezek alaphelyzetben kb. így festenek:
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Egy-egy ilyen gomb egész gombcsoportokat jelent, melyek éppen aktív eleme mindig kint látható az eszköztáron. Fenti esetben pl. középpontjával és kerületi pontjával adott kört vehetünk fel, de ha sugarával szeretnénk kört megadni, akkor a gombcsoportot a nyíllal lenyitva mást is választhatunk, például három pontra illesztett kört, és akkor az eszköztár megváltozik:
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[image: image184.wmf]Mindig a benyomott gomb jelenti a pillanatnyi aktív funkciót.

A továbbiakban használat közben, példaszerkesztések révén mutatjuk be a gombok és menük működését.

Az elsõ szerkesztés

[image: image185.wmf]Szerkesszük meg egy szakasz felező merőlegesét!

Ennek lépéseit most teljes precízséggel áttekintjük – a program logikájának megértése érdekében. (Később megmutatjuk, hogy az először ismertetett módszer több szempontból is egyszerűsíthető.)

Az első változat

Először felveszünk két pontot. Ehhez meg kell nyomnunk az eszköztáron a [image: image4.bmp] gombot, majd kattintunk az egérrel a kívánt helyekre.

[image: image5.wmf]
Most szakaszt kell illesztenünk ezen pontokra, ezért a [image: image6.bmp] gombot használjuk. Az ablak alján elhelyezkedő státusz-soron megjelenő utasításokat követve egymás után rámutatunk a szakasz végpontjaira.

[image: image7.wmf]
[image: image186.wmf]A munkaterület alatti státusz-soron folyamatosan segítő útmutatásokat, tájékoztatást olvashatunk az éppen folyamatban lévő művelettel kapcsolatosan.

Jelen esetben például a [image: image8.bmp] gomb megnyomása után az “Adja meg a szakasz egyik végpontját…”, majd ennek megadása után az “… és a másik végpontját!” utasítás olvasható.

A keletkező szakasz helyzete könnyen változtatható a végpontok mozgatásával. Ha megnyomjuk az eszköztár [image: image9.bmp] gombját, ezzel kijelölő üzemmódba kerülünk. Ilyenkor az egérrel kijelöléseket végezhetünk bizonyos műveletek végrehajtásához vagy vontathatunk bázispontot. Próbáljuk mozgatni a szakasz végpontjait, állítsuk be a megfelelő helyzetet! (A bázispontok mozgatása a szerkesztés bármely későbbi fázisában is lehetséges.)

[image: image187.wmf]Ha a munkaterület belsejében vagyunk és hirtelen mozdítani szeretnénk egy bázispontot, gyorsan kijelölő üzemmódba kerülhetünk a jobb egérgomb megnyomásával. Ismét megnyomva visszakerülünk az eredeti üzemmódba, melyet az eszköztáron a gomb benyomódása is jelez.

Ezután köríveket kell szerkesztenünk a szakasz végpontjaiból pl. éppen szakasznyi sugárral. Szándékunkat a [image: image10.bmp] gomb megnyomásával jelezzük. (Alaphelyzetben nem ez a körök eszköztár aktív gombja; ki kell választanunk.) A státusz-sor utasításai szerint rámutatunk a szakasz egyik végpontjára, majd a szakaszra mint a keletkező kör sugarára, azután megismételjük ugyanezt a másik pontra is.

[image: image11.wmf]
[image: image188.wmf]Ha egy objektum felvételéhez szükséges gomb éppen nem látható az eszköztáron, akkor a megfelelő eszközcsoport lenyitása után ki kell választanunk – pont felvételekor a pontok eszköztárból, kör felvételekor a körök eszköztárból stb. Ezután ez lesz az eszközcsoport aktív gombja.

Most képeznünk kell a két kör metszéspontjait. Metszéspont képzéséhez a [image: image12.bmp] gombot használjuk (pontok eszköztár). Ki kell jelölni a metszéspont képzésében résztvevő két objektumot – jelen esetben a két kört. (A metszéspontok akkor is létrejönnek, ha egy adott elrendezésben pillanatnyilag éppen nincsenek metszésben az objektumok.)

[image: image13.wmf]
· Végül egyenest illesztünk a létrejött metszéspontokra a [image: image14.bmp] gomb segítségével.

[image: image15.wmf]
Próbáljuk mozgatni a szakasz végpontjait! Figyeljük meg, hogy változik az ábra!

Vigyük egész közel egymáshoz a szakasz végpontjait! Tapasztalni fogjuk, hogy nagyon kis távolságnál a szakasz – és természetesen minden leszármazottja: így a merőleges is – átmenetileg megszűnik.

Vegyük észre, hogy a létrejövő metszéspontok üres karikák, ellentétben a szakasz végpontjaival. A szakasz végpontjai a síkon szabadon felvett ún. bázispontok, míg a metszéspont két másik objektumból származik. Előbbi megfogható, tetszés szerint mozdítható, utóbbi helyzete ősei által meghatározott. Ezek szerint tehát a “tele” pontok szabadon mozdíthatók, az “üresek” nem.

A szerkesztési funkciók természetesen nem csupán gombokkal, hanem a rend kedvéért menüből is elérhetők (Felvétel), de az eszköztár gombjainak használata gyorsabb.

A szerkesztés elkészülte után célszerű menteni ([image: image16.bmp]), majd kezdjünk újat a [image: image17.bmp] gomb megnyomásával.

[image: image189.wmf]Az Euklides saját formátumú, .euk kiterjesztésű fájlokkal dolgozik. Lehetőség van azonban a kész ábra .wmf fájlként való exportálására is (Fájl menü), mely szabványos; más Windows alatti alkalmazások számára is kezelhető.

Az első szerkesztés gyorsabb változata

Nem kell külön felvennünk pontokat, kezdhetjük rögtön a szakasz felvételével: [image: image18.bmp]. Ha a szakasz végpontjaiként felveendő pontok még nem léteznek, kettős kattintással felvehetők. Két kettős kattintás és máris megvan a szakasz. Ez a “menet közbeni” pontfelvétel a többi objektumnál is alkalmazható.

[image: image190.wmf]Általánosan igaz, hogy egy objektumhoz szükséges pontnak nem okvetlenül muszáj rendelkezésre állni az objektum felvételének megkezdésekor, mert „menet közben” is felvehető: bázispont kettős kattintással, metszéspont pedig egyszerű kattintással.

Kijelölő ([image: image19.bmp]) üzemmódban is lehetséges pont felvétele: mindig kettős kattintással.

A körök felvétele ugyanúgy történik, mint előbb: [image: image20.bmp]
· A felező merőleges egyenest egyszerűen felvehetjük a körök metszéspontjaira kattintva. Ekkor a program automatikusan felveszi a metszéspontokat is.

Az első szerkesztés még gyorsabb változata

A program támogatja néhány gyakran előforduló összetett szerkesztési objektum (pl. szakaszfelező) közvetlen létrehozását. A szakasz felvétele után a [image: image21.bmp] gomb használatával egyetlen lépésben megszerkeszthető a szakaszfelező merőleges.

[image: image191.wmf]A gyakrabban előforduló összetett szerkesztések némelyikére találunk közvetlen lehetőséget is a programban – érdemes ezeket egyszer végigpróbálgatni.

[image: image192.wmf]Vegyünk fel egy háromszöget és szerkesszük meg az oldalfelező merőlegeseit!

[image: image22.wmf]
Mozgassuk a háromszög csúcsait és figyeljük meg, hogy az oldalfelezők mindig egy pontban metszik egymást!

[image: image193.wmf]Szerkesszük meg a háromszög köréírt körét!

[image: image23.wmf]
Származásvizsgálat

Bonyolultabb ábra esetében már nem mindig világos ránézésre, hogy az objektumok hogy épülnek egymásra, hogy származnak egymásból. Ennek nyomonkövetésére szolgál a program származásvizsgálat funkciója. Ezt vagy a Tulajdonságok menüből, vagy a [image: image24.png]&l
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 gombokkal érhetjük el.

Megkereshetjük egy objektum közvetlen vagy összes elődjét vagy utódját.

A közvetlen ősök megkeresése a [image: image25.bmp] gomb segítségével történik. Egyszerűen rá kell mutatnunk arra az objektumra, amely őseire kíváncsiak vagyunk.

Pl. egy szakasz közvetlen őse a két végpontja, egy sugarával adott kör őse a középpontja és a sugarat megadó szakasz.

A [image: image26.bmp] gomb minden – közvetett és közvetlen – őst megkeres, vagyis az ősobjektumok őseit, meg azok őseit stb. vissza egészen a bázispontokig.

A közvetlen és közvetett leszármazottak is hasonló módon kereshetők meg ([image: image27.bmp] ill. [image: image28.bmp]).

A leszármazási rendszer ismerete egyrészt jól jön a szerkesztés megértéséhez, de a program némely – először talán kissé gyanús reakciója is felderíthető így. A program logikájából következik, hogy ha egy objektum átmenetileg vagy végleg megszűnik, akkor átmenetileg vagy végleg leszármazottjai is megszűnnek. Pl. a felező merőleges szerkesztésben ha túl közel kerülnek a szakasz végpontjai egymáshoz, akkor megszűnik a szakasz, továbbá minden olyan objektum is, melynek származtatásában közvetve vagy közvetleül ez a szakasz részt vett. (Utána természetesen ezek visszatérnek.)

Alábbiakban tárgyaljuk, hogy egy objektum törlése maga után vonja leszármazottai törlését is; ezért fontos törlés előtt alaposan utánajárni, meddig “dőlnek a dominók”.

Az ábra módosítása, formázása

Objektumok törlése

Ha egy objektum tévedésből jött létre vagy feleslegessé vált, törölni kell. Objektum törlése a [image: image29.bmp] gomb működtetésével kezdeményezhető. Mutassunk a törölni kívánt objektumra! Ha az objektumnak nincsenek leszármazottai, törlődik. Ha vannak, a következő üzenetet kapjuk:

[image: image30.png]A kil objektum leszamazotta s técnek!
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Eközben kijelölve látjuk a törlésre kerülő leszármazottakat is. Itt még vissza lehet lépni, Igenre viszont véglegesen törlődik az objektum a leszármazottaival együtt.

Figyelem! Törlésre kerülő leszármazottak lehetnek az éppen rejtettek között is! Ha a törléskor SHIFT-et nyomunk, akkor ezek is láthatóvá válnak.

Törölhetjük az objektumok közül az utoljára létrehozottat, majd egymás után a létrehozás sorrendjében visszafelé a többit is a [image: image31.bmp] gomb alkalmazásával.

Ilyenkor természetszerűleg nem jön elő a leszármazottak törlésének problémája.

Objektumok kijelölése

Az elkészült ábra látványosabbá, áttekinthetőbbé tehető különböző formázási lehetőségek alkalmazásával. Ezek a szín, vonalstílus és a láthatóság állítása.

Mielőtt ezeket a lehetőségeket ismertetnénk, nézzük meg, hogyan lehet objektumokat kijelölni!

Ha kijelölő üzemmódba váltunk ([image: image32.bmp]vagy jobb egérgomb), egy objektum egyszerű rákattintással kijelölhető. A Windowsban megszokott módon több objektum kijelölése is lehetséges a CTRL billentyű használatával. Nyomvatartott egérgombbal („húzással”) egy téglalap alakú területbe érő valamennyi objektum kijelölhető. Az egész kijelölés logikája a Windows Intézőben megszokott általános objektumkijelölési stratégiát követi. Többrétegű szerkesztések készítésekor (ld. később) jól jöhet, hogy egész fóliatartalmak is kijelölhetők az ALT billentyű segítégével.

Színek

A színek az eszköztár [image: image33.bmp] gombjával állíthatók. Az ecset melletti kis négyzet mutatja az aktív színt. Egy új objektum keletkezésekor automatikusan a pillanatnyi aktív színnel jön létre, de természetesen van mód a szín utólagos megváltoztatására is. Az aktív szín a nyíl megnyomásakor lenyíló ablakból választható.

Ha már kész objektumok színét szeretnénk változtatni, célszerű előbb kijelölni őket (egyet vagy többet), majd kiválasztani a megfelelő színt. Ha ez éppen a pillanatnyi aktív szín, akkor elég a [image: image34.bmp] gombot megnyomni, egyébként a nyíllal lenyitott szín ablakból választunk. Ilyenkor az éppen aktív kijelölő üzemmód nem változik meg, a színváltás után is tovább él.

Ha úgy nyomjuk meg a [image: image35.bmp] gombot, hogy egy objektum sincs kijelölve, akkor átszínezés üzemmódba kerülünk. Ez azt jelenti, hogy mostantól az aktív színre változnak az objektumok, melyekre rámutatunk.

[image: image194.wmf]A paraméterállítások (szín, vonalstílus, láthatóság, nyílhegyek stb.) egységesen a következőképp működnek:

Ha a funkció választásakor vannak kijelölések, akkor azokra érvénybe lép a változtatás és nem kerülünk “paraméter-állító” üzemmódba.

Ha nincs kijelölve semmi, akkor a megfelelő üzemmódba kerülünk (ezt az eszköztár megfelelő gombjának benyomódása jelzi) és a változtatásokat egyenkénti rámutatással hajthatjuk végre.

Vonalstílusok

A programban többféle vonalstílust alkalmazhatunk: vékony, vastag és szaggatott vonalakat. Ennek állítása a [image: image36.bmp] eszközzel történik. Használat szempontjából a vonalstílus beállítása teljesen megegyezik a színbeállítással.

Ötféle fix vastagságú folytonos vonalat használhatunk: 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 mm, továbbá ún. hajszálvonalakat. Ez azt jelenti, hogy a mindenkori eszközfelbontás (képernyő, nyomtató) által elérhető legvékonyabb vonal. Létezik folytonos hajszálvonal, továbbá minden egyéb vonalstílus (szaggatott- és pontvonal) is csak hajszálvonalként működik.

Lehetséges, hogy a képernyőn bizonyos nagyítás mellett vagy durvább felbontású nyomtatón a hajszálvonal nem vékonyabb, mint valamely fix vastagságú, azonban jó minőségű tintasugaras vagy lézernyomtatón általában jól megfigyelhető a különbség.

A program ablakának jobb alsó sarkában, a státusz-soron látjuk a mindenkori aktuális vonalat a megfelelő színnel és stílussal.

Mutatás/Rejtés

Az ábra lényegének kiemelését segítheti, ha az adott szempontból lényegtelen vagy felesleges részek nem láthatók, azokat elrejtjük. Objektumok rejtése a [image: image37.bmp] gombbal történik. Ennek működése hasonlít más paraméter-állításokhoz (pl. szín, vonalstílus). Tehát vagy előre kijelölt objektumok rejthetők el egy gombnyomással, vagy rejtés üzemmódba lépünk, melyben egyenként tudjuk láthatatlanná tenni a részleteket.

A láthatatlan objektum egyébként teljes értékű, mindenféle leszármazásban változatlanul részt vesz, csupán nem látható a képernyőn.

A már rejtett objektumok megtekinthetők a SHIFT billentyű lenyomásával. Amíg nyomva tartjuk a SHIFTet, látható minden részlet és minden teljes értékűen működik is (pl. ilyenkor rejtett bázispont is vontatható).

Újra láthatóvá tehető egy vagy több rejtett objektum a [image: image38.bmp] gomb segítségével, mely működésében egyenértékű a [image: image39.bmp] gombbal. Természetesen láthatatlan objektum műveleteihez – így pl. a láthatóvá tételhez – SHIFT szükséges.

További lehetõségek

Az első lépések után megpróbálkozhatunk néhány újabb lehetőséggel.

Az objektumszármaztatás általánosabb értelmezése

[image: image195.wmf]Szerkesszünk szabályos hatszöget!

[image: image196.wmf]A segédvonalakat célszerű világosszürke színnel rajzolni, ezért jó, ha átváltunk erre.

Először vegyünk fel egy kört, melybe be fogjuk írni a hatszöget ([image: image40.bmp]).

[image: image41.wmf]
A kör megadott kerületi pontjából kört szerkesztünk ugyanekkora sugárral. Ehhez a [image: image42.bmp] funkciót választjuk. A kör középpontjának a már adott kerületi pontot választjuk, utána meg kell adnunk egy sugarat. Láttuk, hogy pl. szakasszal ezt megadhatjuk, de működik általánosan is:

[image: image197.wmf]Ha egy objektumnak hely-, méret- vagy irányparamétert kell örökölnie, akkor az bármilyen, ilyen paraméterrel egyértelműen rendelkező objektumból származhat.

Ez azt jelenti, hogy pl. szakasz származtatásakor végpontok gyanánt megadhatunk két kört, ugyanis a kör egyértelműen rendelkezik helyparaméterrel (ti. a középpontja). Ilyenkor a körök középpontjait összekötő szakasz keletkezik. Pl. félegyenesből is örökölhető hely (ti. a végpontja), egyenesből és szakaszból viszont nem (előbbinek nincs, utóbbinak nem egyértelmű). A program kijelöléssel és a státusz-soron lévő üzenet megváltoztatásával jelzi a választás elfogadását.

Ezek szerint a kör sugarát meghatározza az eredeti alapkör; erre kell mutatnunk.

[image: image43.wmf]
· Ezt kell ismételgetnünk a keletkező újabb metszéspontokkal mint középpontokkal, míg nem áll rendelkezésre a hatszög valamennyi csúcsa.

A szerkesztés lényegi objektumait feltűnő színnel jó megrajzolni, ha [image: image198.wmf]ez következik, célszerű átváltani pl. pirosra.

· Húzzuk be a hatszög oldalait.

[image: image44.wmf]
· Tegyük láthatatlanná a segédvonalakat; csak a hatszög oldalai és a szerkesztés két bázispontja maradjon látható.

[image: image45.wmf]
Körívek és szögek

A programban lehetőség van körívek használatára. Ezek alkalmazása kicsit komplikáltabb, mint a többi objektumé, mivel csupán a származás nem határoz meg mindent egyértelműen. Körívekre – az általánosakon túl – további három paraméter állítható: Értelmezés, Komplementer, Pozíció.

Mielőtt ezeket megtárgyalnánk, hozzunk létre egy “beteg lovat”:

[image: image199.wmf]Vegyünk fel egy szöget (azonos pontból induló félegyenesek) és szerkesszünk bele körívet!

· Vegyünk fel két, azonos pontból induló félegyenest ([image: image46.bmp]).

· Vegyünk fel egy segédszakaszt is; ez határozza meg a körív sugarát.

[image: image47.wmf]
Létrehozunk egy sugarával adott körívet ([image: image48.bmp]). Ehhez – a státusz sor utasításainak megfelelően – rendre a szög csúcsára, a segédszakaszra (sugár) majd a félegyenesekre kattintunk.

[image: image49.wmf]
Tegyünk a körívre nyilat (irányított körív!) a [image: image50.bmp] gomb segítségével. Így jobban tudjuk követni a következőket.

[image: image51.wmf]
A körív irányítása mindig az elsőként megmutatott iránytól a második felé tart.

Ezek után elkezdhetjük a kísérletezést:

Értelmezés
Kétféle értelmezésről beszélhetünk: nevezzük őket vektoros ([image: image52.bmp]) és körüljárásos ([image: image53.bmp]) értelmezésnek.

(Ezek az eszközök a [image: image54.png]


 csoportban találhatók.)

Vektoros értelmezés esetén a körív szöge nem lehet nagyobb egyenesszögnél (180°-nál). (Körív alapértelmezés szerint mindig vektoros értelmezéssel jön létre.) Ha most a szögszárak helyzetét módosítjuk, tapasztalhatjuk, hogy egyenesszögnél nagyobb középponti szögű ív nem keletkezhet, mert olyankor “átugrik” a másik oldalra.

[image: image55.wmf]
Állítsuk át az értelmezést körüljárásosra ([image: image56.bmp])! Változtassuk most is a szög nagyságát! Látni fogjuk, hogy most egyenesszögnél nagyobb szögű körív is létrejöhet.

[image: image57.wmf]
Vektoros értelmezésű körív számára az egyenesszög átfordulási határeset, ezért ennek közelében eltűnik. Ha egyenesszögű (180°-os) körívet szeretnénk, körüljárásos értelmezésűt kell használnunk.

Komplementer

Egy ívet átállíthatunk a komplementerére, vagyis az ívet teljes körré kiegészítő ívre. Ez a [image: image58.bmp] gombbal történik. Próbáljuk ki ezt a funkciót mind vektoros, mind körüljárásos értelmezésű körívnél.

Megfigyelhető például, hogy vektoros értelmezésű komplementer ív értelemszerűen nem lehet egyenesszögnél kisebb.

Pozíció

A körív egy szöggel azonosítható, mely szárainak egyenesei azonban többféle szöget is meghatározhatnak (pl. gondoljunk háromszög külső és belső szögeire!). Ezen köríveknek ugyanazok az őseik, de más a pozíciójuk. Ezt tudjuk állítani a [image: image59.bmp] gombbal.

[image: image200.wmf]Vegyünk fel egy háromszöget, rajzoljuk meg belső szögeit és szerkesszük meg a beírt körét!

· Először felvesszük a háromszöget.

· Célszerű felvenni egy segédszakaszt, melyet sugárként használhatunk a szögívek rajzolásához.

A [image: image60.bmp] gombot használva létrehozzuk a három körívet a csúcsok és a bennük találkozó oldalak megmutatásával.

Ha valamelyik ív nem a szándékunknak megfelelően jött létre, kijelöljük és addig nyomogatjuk a [image: image61.bmp] gombot, amíg megfelelő nem lesz.

A belső szögek berajzolása után máris meghúzhatók a szögfelezők a [image: image62.bmp] (félegyenes) vagy a [image: image63.bmp] (egyenes) gomb használatával.

A kör sugarának felvételéhez kell a középpontnak valamelyik oldalra eső vetülete. Ez vagy merőleges szerkesztéssel vagy közvetlenül a [image: image64.bmp] gomb segítségével kapható meg.

· Végül berajzoljuk a kört.

[image: image65.wmf]
[image: image201.wmf]Próbáljuk meg ezután továbbfejleszteni az előző szerkesztést a külső szögfelezők behúzásával és a hozzáírt körök megszerkesztésével!

Ponttranszformációk

A program lehetőséget ad különféle ponttranszformációk elvégzésére. Ezek között megtalálható az alapvető eltolás, elforgatás, középpontos tükrözés, tengelyes tükrözés, ezen felül létezik vetítés egyenesre, vetítés körre továbbá a (körre vonatkozó) inverzió.

A program első változatában a transzformációk csak pontokra alkalmazhatók.

Eltolás

Az eltolást vektorral adhatjuk meg, ezért nézzük meg először, hogy hozhatunk létre vektort!

A vektor (irányított szakasz) többféleképp is létrehozható. Legegyszerűbben a [image: image66.bmp] gomb segítségével, de egyébként bármely szakasz nyilazottá tehető a [image: image67.bmp] gombbal, vagy a nyíl eltávolítható [image: image68.bmp] működtetésével.

[image: image202.wmf]Vegyünk fel egy háromszöget, egy vektort és toljuk el a háromszöget a vektorral!

[image: image203.wmf]Eltolás vektoraként bármely szakasz felhasználható, függetlenül attól, hogy van-e nyíl a végén vagy sem, de a tévedések elkerülése végett érdemes inkább nyilazott szakaszokat használni.

· Felvesszük a háromszöget, majd a [image: image69.bmp] gomb segítségével a vektort.

· A [image: image70.bmp] gombbal kezdeményezzük az eltolást. Ilyenkor először az eltolni kívánt pontot kell megmutatni, majd az eltolás vektorát. Ezt elvégezzük a háromszög minden csúcsára.

· A transzformált pontokat összekötve megrajzoljuk a transzformált háromszöget.

· Az eltolás szemléltetésére nyilakat rajzolhatunk a pontokból képeik felé.

[image: image71.wmf]
Próbáljuk változtatni az eredeti háromszöget valamint az eltolásvektort és figyeljük meg az eredményt!

Vektor irányítása megfordítható a [image: image72.bmp] gomb alkalmazásával.

Fordítsuk meg az eltolás vektorát és figyeljük meg, hogy ezzel a transzformáció hogy változik meg!

[image: image204.wmf]Vegyünk fel néhány vektort, majd képezzük ezek összegvektorát!

[image: image73.wmf]
Változtassuk meg a tagok némelyikének irányítását (*(-1)) és figyeljük az összeg változását!

Elforgatás

Míg az eltoláshoz egyetlen vektor megadása elegendő, elforgatáshoz a forgatás centrumát és szögét is meg kell adni.

A szögek (körívek) – a szakaszokhoz hasonlóan – irányítással rendelkeznek, mely ugyancsak láthatóvá tehető nyílhegy használatával ([image: image74.bmp] ill. [image: image75.bmp] gombok) alkalmazásával. Az elforgatási transzformációhoz a szöget ilyen irányított körívvel adjuk meg.

· [image: image205.wmf]Vegyünk fel egy háromszöget, majd egy pontot (a forgatás centrumát) és egy körívet (a forgatás szögét), és forgassuk el a háromszöget a megadott pont körül az adott szöggel!

· Először felvesszük a háromszöget.

· Megadjuk a forgatás centrumát.

· Felvesszük a forgatás szögét. Ezt célszerű félegyenesekkel mint szárakkal tenni.

· Kezdeményezzük pont elforgatását a [image: image76.bmp] gommbal. Ilyenkor mindig a transzformálni kívánt pontot, a forgatás centrumát és szögét kell megadnunk. Ezt elvégezzük a háromszög minden csúcsára.

· A transzformált pontokat összekötve megrajzoljuk az elforgatott háromszöget.

· A forgatás szemléltetésére irányított köríveket rajzolhatunk a pontokból képeik felé.

[image: image77.wmf]
Próbáljuk változtatni az eredeti háromszöget valamint a forgatás szögét és figyeljük meg az eredményt!

Vektorhoz hasonlóan körív irányítása is megfordítható a [image: image78.bmp] gomb működtetésével.

Fordítsuk meg az elforgatás szögét jelző ív irányítását és figyeljük meg, hogy ezzel a transzformáció hogyan változik!

Középpontos tükrözés

A középpontos tükrözést a [image: image79.bmp] gomb megnyomásával végezzük. Meg kell mutatnunk a tükrözni kívánt pontot és a tükrözés centrumát.

[image: image206.wmf]Az előző elforgatás szerkesztésbe készítsük el az eredeti háromszög középpontos tükörképét is!

Figyeljük meg, hogy a középpontos tükrözés 180°-os elforgatással ekvivalens!

Tengelyes tükrözés

Tengelyes tükrözés a [image: image80.bmp] gombbal kezdeményezhető.

[image: image207.wmf]A tükrözés tengelyének bármilyen objektum használható, ami egyértelműen meghatározott iránnyal rendelkezik (egyenes, félegyenes, szakasz).

A tükrözni kívánt pontot és a tükörtengelyt kell megmutatni.

[image: image208.wmf]Vegyünk fel egy háromszöget és egy egyenest, majd tükrözzük a háromszöget az egyenesre!

[image: image81.wmf]
Vetítés

Pont vetülete közvetlenül megszerkeszthető a [image: image82.bmp] gomb használatával.

[image: image209.wmf]A vetítés tengelyének bármilyen objektum használható (egyenes, félegyenes, szakasz, kör stb.). A vetítés az objektumra történik, tehát pl. ha szakaszra vetítve a vetület a szakasz egyenesén a szakasz mellett keletkezne, akkor a közelebbi végpontban lesz. [image: image210.wmf]A vetületek jó szolgálatot tesznek olyankor, ha meg kell vizsgálnunk, mi történik, mikor egy pont végigfut egy egyenesen, körön stb.

Inverzió

Az inverzió egy kevésbé közismert, de igen hasznos ponttranszformáció. Segítségével néha bonyolult feladatok is egyszerűen (vagy egyszerűek bonyolultan) oldhatók meg. Szokás körre vonatkozó tükrözésnek is nevezni.

Ahogy a tengelyes tükrözéshez tengelyt kell megadni, inverzióhoz meg kell adni a transzformáció alapkörét (középpontja O). Egy pont inverze ezek után a következőképp keletkezik: P pont inverze az alapkör középpontját a ponttal összekötő félegyenesnek az a P’ pontja, melyre OP(OP’=r2. O az inverzió pólusa, r2 pedig a hatványa.

Ez azt jelenti, hogy pont és képe az inverzió centrumától mért távolsága mértani közepe éppen az alapkör sugara. Nyilván nem értelmezzük a transzformációt az inverzió pólusára (alapkörének középpontjára).

Próbáljuk ki ezt a transzformációt ([image: image83.bmp])!

[image: image211.wmf]Vegyünk fel egy kört (lehetőleg fix sugarút) és egy pontot. Képezzük a pontnak a körre vonatkozó inverzét.

Mozgassuk az ős-pontot és figyeljük meg, hogy viselkedik az inverz pont!

Látni fogjuk, hogy körön belüli pont inverze a körön kívül van és viszont, az alapkör pontjai önmaguk inverzei. A későbbiekben a példaszerkesztések bemutatásánál részletesebben megvizsgáljuk az inverzió tulajdonságait, alkalmazási lehetőségeit.

Speciális objektumok

Háromszög nevezetes pontjai

Külön lehetőség van a programban háromszög nevezetes pontjainak megszerkesztésére: köréírt kör középpontja ([image: image84.bmp]), beírt kör középpontja ([image: image85.bmp]), magasságpont ([image: image86.bmp]), súlypont ([image: image87.bmp]).

Érintők, érintési pontok

Lehetőség van külső pontból érintők szerkesztésére körhöz vagy kúpszelethez. Lehetőségünk van csupán az érintési pontok ([image: image88.bmp]), érintő egyenesek ([image: image89.bmp]) ill. félegyenesek ([image: image90.bmp]) behúzására.

Speciális körök

Segítheti a lényegre való összpontosítást, ha nem kell elvesznünk a részletekben és közvetlen lehetőségünk van összetettebb objektumok megszerkesztésére: átmérőjének végpontjaival adott kör ([image: image91.bmp]), háromszög köréírt köre (három adott pontra illeszkedő kör) ([image: image92.bmp]), háromszög beírt köre ([image: image93.bmp]).

Nyomvonal

A program egyik speciális lehetősége a nyomvonal-képzés ([image: image94.bmp]).

Ha olyan jellegű kérdésre kell válaszolnunk, hogy milyen utat jár be egy pont, miközben a szerkesztés változik (vagyis a kiszemelt pont valamely bázispont-őse végigfut pl. egy körön, szakaszon stb.), akkor használható jól ez a lehetőség.

Nyomvonal felvételéhez szükségünk van egy bázispontra, valamint egy olyan (nem pont) objektumra, melyen ezt végigfuttatjuk. Ezen túl kell még egy (nyilván valamiképp a fenti bázispontból származó) pont, melynek mozgását a nyomvonallal leírni kívánjuk.

A nyomvonal nem egzakt, teljes értékű objektum; inkább csak egy vizuális eszköz – metszéspont ezzel nem képezhető.

Másodrendű görbék

A legklasszikusabb euklideszi geometria hatókörén már túlmutat a másodrendű görbék (kúpszeletek) elmélete (ellipszis, parabola, hiperbola).

A program első változatába még nem teljes értékű objektumként, csupán „vizuális eszközként” kerültek be kúpszeletek. A 2.0 verzió már teljes értékűen tartalmazza a másodrendű görbék kezeléséhez szükséges apparátust.

Kúpszeletek, másodrendű görbék

Ha egy végtelen (kör)kúppalástot síkkal elmetszünk, akkor a metszet ún. kúpszelet lesz. Ha ezeket a görbéket analitikusan (koordináta-geometriai szempontból) vizsgáljuk, azt tapasztaljuk, hogy ezek egyenletei a koordináták másodfokú polinomjaival írhatók le. Ezért szokás ezeket másodrendű görbéknek is nevezni. Az ilyen görbéket a metsző sík elhelyezkedése (ill. – analitikusan – az egyenlet tulajdonságai) alapján három csoportba szokás sorolni (ld. a geometriai szakirodalmat).

Ellipszis

Az ellipszis azon síkbeli pontok halmaza, melyeknek a sík két adott pontjától (fókuszpontok) mért távolság-összege állandó:
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A programban kétféleképpen vehetünk fel ellipszist. Vagy a fókuszpontok mellett ezt a távolság-összeget adjuk meg, vagy utóbbi helyett egy kerületi pontot.

Hiperbola

[image: image96.wmf]F
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A hiperbola azon síkbeli pontok halmaza, melyeknek a sík két adott pontjától (fókuszpontok) mért távolság-különbsége állandó.

Hiperbola felvételéhez is meg kell mutatnunk a fókuszokat, ezen kívül pedig vagy a távolság-különbséget, vagy egy kerületi pontját.

Parabola

A parabola azon síkbeli pontok halmaza, melyeknek a sík egy adott pontjától (fókuszpont) ill. egy erre nem illeszkedő egyenesétől (vezéregyenes) mért távolsága egyenlő:
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A parabola elméleti határeset az ellipszis és a hiperbola között. Fókuszpontjával és vezéregyenesével adjuk meg.

Általános kúpszelet

Fenti görbék együttesen alkotják a kúpszeletek (másodrendű görbék) csoportját. Analitikus úton belátható, hogy 5 pont egyértelműen meghatároz egy (legfeljebb) másodrendű görbét. Eszerint így is felvehetünk kúpszeletet, mely az 5 pont mozgatásával – azok helyzetétől függően – tetszőleges ellipszissé, hiperbolává alakítható. (Az elméleti határesetet jelentő parabola megjelenése gyakorlatilag kizárható.)

Akit a kúpszeletek lehetőségei részletesebben érdekelnek, további példákat talál a könyv végén, a Magasabb szintű alkalmazási lehetőségek között.

Fájl beszúrása

Ábránkhoz hozzáilleszthetünk fájlból egy korábbi szerkesztést a Fájl menü Fájl beszúrása parancsával. Ennek önmagában is lehet értelme (például ha van egy gyakran használt sablonunk, mondjuk egy kiindulási háromszög), de igazán a következő funkció alkalmazásakor lehet hatásos:

Szerepátadás; komplett részletszerkesztések beillesztése

Képzeljük el, hogy fáradságos munkával elkészítettük pl. két kör közös érintőinek megszerkesztését! Ha egy későbbi feladatban részfeladatként előkerül körök közös érintőinek megszerkesztése, nem szívesen csináljuk újra az egészet – nem is kell, hanem felhasználhatjuk korábbi fájlunkat.

Amikor az ominózus lépés következik, a Fájl beszúrása paranccsal beillesztjük a korábbi szerkesztést (praktikusan mondjuk egy újabb fóliára). Ekkor bekerül a régebbi szerkesztés, mely azonban a leszármazási struktúra szempontjából teljesen független aktuális munkánktól. Szerepátadás üzemmódban ([image: image98.bmp]) át kell adnunk a frissen beszúrt szerkesztés köreinek szerepét azon köröknek, melyek újabb szerkesztésünkben szerepelnek. Ilyenkor megszűnnek azon objektumok, melyeknek szerepét átadjuk (vagyis példánkban a beszúrt korábbi szerkesztés körei), és ezek minden közvetlen és közvetett leszármazottját a kívánt objektumok öröklik meg; vagyis néhány mozdulattal közös érintőket szerkesztettünk két tetszőleges körhöz.

Ahhoz, hogy ez a lehetőség probléma nélkül használható legyen, természetesen ügyelni kell a részletszerkesztés kidolgozásakor egy-két szempontra. Példánkban gondot kell rá fordítani, hogy a közös érintők megszerkesztésekor minden szerkesztési lépés közvetlenül vagy közvetve a körökre legyen visszavezethető! Legcélszerűbb, ha a két kiindulási kör létrehozása után rögtön el is tüntetjük a létrehozásukhoz felhasznált objektumokat (középpont, kerületi pont vagy sugár), hogy véletlenül se használjuk fel őket. Ha szükséges, a körök középpontját vagy sugarát közvetlenül a körökből származtassuk! Ellenkező esetben ugyanis a részletszerkesztés beszúrása után nem lesz elegendő csupán a körök szerepét átadni, hanem esetleg a középpont vagy sugár átadását is külön meg kell oldani.

[image: image212.wmf]Szerepátadáskor mindig figyelni kell a következőkre:

Egy objektum szerepét csak vele azonos típusú objektum örökölheti (kör szerepét kör, pontét pont stb.).

A leszármazási rendszer sérülésének elkerülése érdekében mindig csak később keletkezett objektum szerepe adható át korábban keletkezettnek.

Csináljunk végig egy konkrét, ismert, egyszerű példát most ezzel az új módszerrel!

[image: image213.wmf]Szerkesszük meg egy háromszög köréírt körét!

Ebben a feladatban van egy ismétlődő művelet: szakaszfelezők szerkesztése. Erre (sőt, a köréírt kör szerkesztésére is) – mint láttuk – van közvetlen lehetőség is a programban, de ezek használatát most mellőzzük.

Elkészítünk egy szakasz-végpontokra felépített szakaszfelezést rendesen körökkel, (első példaszerkesztés első változat), majd elmentjük ezt egy fájlban (pl. felezo.euk). (Célszerű ebben a szerkesztésben a szakaszt magát nem behúzni, ha egyszer azt úgysem, csupán a végpontjait használjuk.)

Elkezdünk egy újabb szerkesztést: felveszünk egy háromszöget. (Ez egyébként olyan gyakori kiindulási állapot, hogy érdemes tartanunk pl. egy haromsz.euk nevű fájlt egy elkészített, feliratozott háromszöggel; így egyszerűen ennek beillesztésével is kezdhetjük a munkát.)

Beillesztjük a korábbi felezo.euk szerkesztést, majd a szakasz végpontjainak szerepét átadjuk a háromszög valamely két csúcsának.

· Ezt a műveletet még egyszer (aztán a rend kedvéért még egyszer) megismételjük a megfelelő csúcsokkal.

A szakaszfelezők metszéspontjára és a háromszög egy csúcsára építve megrajzoljuk a köréírt kört.

Igaz, hogy konkrétan erre a feladatra közvetlenebb, gyors megoldások is léteznek, ha azonban egész precízek akarunk lenni, és minden részletszerkesztést korrektül szerepeltetni szeretnénk, akkor mégiscsak az itt ismertetett módszer az igazi.

Kiegészítõ lehetõségek
Szöveg elhelyezése

Az Euklidesben lehetőség van arra, hogy nevet adjunk a szerkesztés objektumainak. Ezek sokat segíthetnek egy-egy ábra megértésében (pl. B3 pont, e2 egyenes stb.).

Objektumcímkék

Az objektumokat el tudjuk látni címkékkel, melyek az ábra változásakor automatikusan kísérik őket.

[image: image214.wmf]Ha egy objektumra kijelölő üzemmódban ([image: image99.bmp]) duplán kattintunk, megjelenik a tulajdonságlapja, melyen beállítható a címkéje.

Pont címkéje a pont mellett jelenik meg, szakasz és körív címkéje a felezőpontjánál. A képmezőből „kilógó” objektumok (pl. egyenes, félegyenes) címkéje a kép szélénél látható.

A címkékben gyakran szükségünk van indexelésre: pl. A1, d3, SA, mc, stb. Ha ilyen feliratokat szeretnénk, a címke index-részét & jellel elválasztva kell beírnunk: A&1, d&3, S&A, m&c. Alapértelmezés szerint a program színes címkéket használ, vagyis a címke színe az objektum színével egyezik meg. A Beállítások/Egyebek dialógusban ez az opció kikapcsolható; a címkék mindig feketével jelennek meg.

Megjegyzések hozzáfûzése objektumokhoz

Lehetőség van arra is, hogy a szerkesztés pontosabb megértése érdekében az objektumhoz – a címkéjén túl – rövid megjegyzést fűzzünk (pl. „A beírt kör középpontja”), mely a képernyőn megjeleníthető.

[image: image215.wmf]Ha egy objektumra kijelölő üzemmódban ([image: image100.bmp]) duplán kattintunk, megjelenik a tulajdonságlapja, melyen megadható a hozzá tartozó megjegyzés is.

Amelyik objektum rendelkezik ilyen megjegyzéssel, arra (bármilyen üzemmódban) CTRL+jobb gombbal kattintva jeleníthetjük meg azt.

Szerkesztési leírás csatolása

Ha egy szerkesztéshez nem az objektumok szintjén, hanem globálisan van hozzáfűznivalónk, leírást csatolhatunk a fájlhoz. Ebben leírható a feladat, a megoldás, történeti vonatkozások stb.

A szerkesztési leírás egy egyszerű .txt fájl, mely a megfelelő .euk állománnyal azonos nevű és ugyanabban a könyvtárban van. (A .txt szöveges állomány szerkesztése természetesen bármilyen, arra alkalmas szövegszerkesztővel kívülről is történhet.)

A leírás a Fájl/Leírás paranccsal vagy a [image: image101.bmp] gombbal hívható elő. A szöveg ilyenkor szabadon módosítható is. Ha nem létezik leírás az adott fájlhoz, akkor ily módon létrehozhatjuk.

Ilyenkor – ha a szerkesztés név nélküli –, felszólítást kapunk a szerkesztés mentésére.

Rács

Az objektumok pozícionálását, méretek pontos felvételét segíti, ha bekapcsoljuk a rácsot (Beállítások menü vagy [image: image102.bmp]). Ilyenkor a bázispontokat egy milliméteres pontossággal állítható léptékű (Beállítások/Egyebek) rácsra illeszkedve mozgathatjuk. 

Pontok „tapadása” objektumokhoz („gravitáció”)

Gyakran előfordulhat, hogy meg kell vizsgálnunk, mi történik, miközben egy pont végigfut egy vonalon (egyenes, kör stb.). Ha nagyon precízek akarunk lenni, akkor vetületeket képezünk és a vetület mozgására építkezünk. Létezik azonban egy egyszerűbb és közvetlenebb megoldás is, mely kísérletezéshez jól használható:

Bekapcsoljuk a Beállítások menüben az Objektumgravitáció funkciót (vagy a [image: image103.bmp] gomb). Ha ilyenkor egy bázispontot vontatunk az egérrel, akkor valamilyen objektum (másik pont, egyenes, kör stb.) közelébe érve a pont „ráugrik” arra; ilyenkor biztosak lehetünk abban, hogy pontosan illeszkedik rá.

Nagyítás

Ha az ábra egyes részleteit alaposabban szeretnénk megvizsgálni, vagy éppenséggel nagyobb területet kell összefüggéseiben áttekintenünk, nagyíthatunk illetve kicsinyíthetünk. Ehhez a Nagyító eszközt ([image: image104.bmp]) használjuk. Ilyenkor a bal egérgombbal nagyítást, a jobbal kicsinyítést végezhetünk. Az új (nagyított vagy kicsinyített) kép közepe a kattintáskor aktuális egérpozíció lesz.

Ha az eredeti (egyszeres) nagyításra szeretnénk visszatérni, a [image: image105.bmp] gombot kell használnunk.

Ha nem vagyunk Nagyítás üzemmódban, akkor is változtathatjuk a nagyítást a számbillentyűzet + ill. – gombjával.

A nagyítás megszüntetése még nem jelenti, hogy automatikusan az eredeti pozícionálás is visszaállna; a kép közepe megmarad. Az origóba való visszatérés a [image: image106.bmp] gombbal történik.

[image: image216.wmf]Nagyítás változtatásakor vagy a terület eltolásakor szükséges lehet gyorsan visszajutni az origóba. Ez a [image: image107.bmp] gomb működtetésével lehetséges.

Ha teljes egészében szeretnénk áttekinteni a nyomtatáshoz használt papírt, a megfelelő nagyítást a [image: image108.bmp] gombbal állíthatjuk be. Ez csupán egy megfelelő arányú nagyítás, nem pedig nyomtatási kép (ld. később)!
A nagyítási arány változtatásakor az objektumok vonalvastagságának, a pontokat szimbolizáló körök nagyságának valamint az objektumcímkék arányos nagyításának lehetősége beállítható (Beállítások(Arányos méretek vagy [image: image109.bmp]). Ha a hangsúly a kép majdani nyomtatásán, megjelenítésén van, akkor célszerű arányos nagyítást alkalmazni. Ha célunk csupán a szerkesztés részleteinek képernyőn való vizsgálata, akkor jobb, ha nem változnak a vonalvastagságok, címkeméretek stb.

Többrétegû szerkesztések („layer”-ek)

Összetettebb szerkesztéseknél felettébb áttekinthetetlenné válhat az ábra, az egyszerű rejtési lehetőség már kevésnek bizonyul. Célszerű lenne, ha az objektumokat (pl. funkcionális összefüggőség alapján) csoportosítani lehetne, mely csoportokra egyszerre változtatások lehetnének érvényesíthetők (mutatás, rejtés, szín- és vonalstílus-módosítás stb.).

A megoldás az egyéb alkalmazásokból is ismert réteg vagy fólia (layer) technika. (A továbbiakban a fólia elnevezést használjuk.) Ennek lényege az, hogy úgy képzeljük, az ábra részleteit külön átlátszó fóliákra rajzoljuk, és e fóliák közül tetszőlegeset levehetünk és visszatehetünk.

Például egy fóliára felvesszük az adatokat, egy másikra a lényegtelen részletszerkesztéseket, egy harmadikra egy kiemelt fontosságú részletszerkesztést, egy negyedikre a végeredményként megjelenő objektumokat stb.

Az egyes fóliáknak sorszámuk van, de funkciójuk alapján nevet is adhatunk nekik: pl. alap-adatok, lényegtelen vonalak, végeredmény stb. A profi felhasználók már munka közben ügyelnek rá, hogy az objektumokat megfelelően csoportosítva, külön fóliákra vegyék fel.

A fóliákhoz alapértelmezett színek társíthatók. Ezek segítenek abban, ha szeretnénk áttekinteni az ábra fóliák szerinti bontását. Ha a Beállítások menüből vagy a [image: image110.bmp] gomb segítségével fóliák szerinti színezést állítunk be, akkor az objektumok nem saját valódi színükkel, hanem fóliájuk alapértelmezett színével jelennek meg. Ez nem jelenti az objektum saját színének megváltozását; a funkció kikapcsolásakor visszaállnak az eredeti színek. Ugyanakkor az ezen ([image: image111.bmp]) üzemmódban felvett objektumok nem a hagyományos színbeállító gomb alapértelmezett színével, hanem az aktív fólia alapértelmezett színével jönnek létre. Ez később természetesen módosítható. (A státusz-sor jobb szélén elhelyezett vonalminta a színt ennek figyelembevételével mutatja.)

Egy objektumnak a saját fóliája éppen olyan paramétere, mint a színe vagy a vonalstílusa. Eszerint ennek beállítása hasonlít a szín vagy a vonalstílus beállításához. Egy objektumra kattintva a státusz-soron kiírásra kerül az objektum fóliájának neve.

Az aktív fóliát az eszköztár [image: image112.png]1. részletszerkesztés



 eszközével állíthatjuk be; a gombon látható a mindenkori aktív fólia neve. Lenyitáskor nem csak egyszerű választási lehetőséget biztosító „doboz”, hanem egy külön dialógus jelenik meg, mely ettől kezdve lebegő eszköztárként működik. Ebben nem csupán az aktív fólia, de a fóliák neve, láthatósága és alapértelmezett színe állítható. Ez az eszköz a Beállítások/Fóliák menüvel is elérhető.

Új objektum mindig az aktív fólián kerül felvételre. Ha utólag kívánunk változtatni egy objektum hovatartozásán, akkor – egyéb paraméterekhez hasonlóan – be kell nyomnunk a [image: image113.png]1. részletszerkesztés



 gombot. Ilyenkor az előzőleg kijelölt objektumok azonnal átkerülnek az aktív fóliára; ha nincs kijelölés, akkor áthelyezés üzemmódba kerülünk.

[image: image217.wmf]Amennyiben valamely fólia teljes tartalmát szeretnénk kijelölni, akkor az ALT billentyű nyomvatartása mellett kell az adott fólia egyik elemére kattintanunk.

Természetesen a változások akkor követhetők jól nyomon, ha fóliák szerinti színezést ([image: image114.bmp]) alkalmazunk, ezért ezen eszköz működtetésekor automatikusan bekapcsolódik ez az üzemmód. Ha az objektumok saját színeit kívánjuk változtatni a hagyományos szín-eszközzel, akkor viszont annak működtetésekor a fóliák szerinti színezés automatikusan kikapcsolódik. Szintén érvénybe lép a fóliák szerinti színezés, ha valamely fólia színét megváltoztatjuk.

Valamely fólia aktivizáláskor automatikusan láthatóvá válik.

Ha – láthatóságától függetlenül – átmenetileg valamennyi fóliát látni szeretnénk, akkor a Beállítások menü Minden fólia látható parancsát vagy a [image: image115.bmp] gombot használjuk.

A billentyûzet használata

A gyorsabb és kényelmesebb kezelés kedvéért a billentyűzet is szerepet kap.

Shift

Esett már szó róla, hogy a SHIFT billentyű(k) segítségével a rejtett objektumok megjeleníthetők.

Ctrl

A CTRL billentyű csoportos kijelöléshez használható; ezt nyomva tartva több objektum is kiválasztottá tehető.

Másik funkciója az objektumokhoz tartozó megjegyzések megjelenítése; ez CTRL+jobb egérgomb hatására hívható elő.

Alt

Ha az ALT billentyű nyomvatartása mellett mutatunk egy objektumra, akkor az illető objektummal azonos fólián lévő összes objektum kijelölődik. Így tehát az ALT billentyű teljes fóliatartalom kijelölésére használható.

Ezen túl kijelölő ([image: image116.bmp]) üzemmódban az ALT billentyű nyomvatartása mellett maga a munkaterület vontatható.

Esc

Az ESC gombbal mindig kiléphetünk az éppen aktív funkcióból és kijelölő üzemmódba kerülünk. Ezt általában a jobb egérgombbal is megtehetjük, de nem mindig, mert néha egyéb szerepe is van.

Nyilak

A nyilakkal görgethetjük a képernyőt. Hatásuk a gördítőnyilakkal egyenértékű.

Page Up, Page Down

Ezek nagyobb léptékű, függőleges irányú görgetést végeznek.

Ctrl+Nyilak

A szerkesztésben használt pontok közül a szélsőkhöz ugorhatunk adott irányban (leginkább balra, jobbra, fel, le eső).

Del

A DEL gomb megnyomásával törlés üzemmódba jutunk.

BackSpace

A BACKSPACE az utoljára létrehozott objektumot törli.

+, -

A számbillentyűzet + ill. - gombjával a nagyítást szabályozhatjuk – bármilyen üzemmód mellett.

Home, End

A HOME és END billentyűkkel a munkaterület bal felső ill. jobb alsó sarkába ugorhatunk. Amennyiben az aktív terület látható, akkor ez minősül munkaterületnek. Ha ez nincs (bekapcsolva), akkor a nyomtatáshoz használt papír. Ha az sem aktív, akkor a munkaterület határait a szélső bázispontok képezik.

Szerkesztés nyomtatása és átemelése más alkalmazásokba

Nyomtatás

Az Euklides-szel készült ábrák kinyomtathatók – nagyjából az egyéb Windows-alapú alkalmazásoknál megszokott módon. A Fájl menüben találjuk a Nyomtatási kép, Nyomtatás és Nyomtatóbeállítás menüpontokat.

Alapértelmezés szerint egy, az aktuális nyomtatóbeállítás által meghatározott lap kerül kinyomtatásra. A Nyomtatási kép ([image: image117.bmp]) funkció segítségével megtekinthetjük a papíron megjelenő képet. Amikor ez érvényben van, akkor a nyomtató által megjelenítendő képet látjuk, a Fájl/Nyomtatóbeállítás, valamint a Beállítások/Egyebek által meghatározott paramétereknek megfelelően. Ebben az üzemmódban teljes értékűen dolgozhatunk, csupán a nézet néhány beállítása (pl. színes vagy egyszínű nyomtatás, arányos méretek, lap láthatósága stb.) ilyenkor felülbírálódnak.

Normál szerkesztési üzemmódban a [image: image118.bmp] gombbal jeleníthetjük meg ill. rejthejük el a lapot. Ha a papír megjelenített állapotban van, akkor kijelölő üzemmódban ([image: image119.bmp]) a lap is megfogható és vontatható, hogy a szerkesztés kívánt részét választhassuk ki vele.

[image: image218.wmf]Ha a lap láthatóságát bekapcsoljuk, akkor nyilván abban szeretnénk gondolkozni, ezért ilyenkor a lap természetes képvágási határt jelent; a vágott objektumok címkefeliratai is a mindenkori laphatárnál láthatók.

A nyomtatás akkor is a beállított papírállapot mellett történik, ha a lap megjelenítése éppen nincs bekapcsolva!

Alapértelmezés szerint a Nyomtatóbeállítás által meghatározott lapméret teljes terjedelme kerül nyomtatásra. Ha csak egy adott részletet szeretnénk nyomtatni, ki kell jelölnünk az aktív területet (ld. alább).

A program alapértelmezés szerint egyszínűen (fekete) nyomtat. Színes nyomtatáskor alkalmatlan nyomtató hiányában a nyomtatórendszer árnyalással próbálkozhat, amivel igazán finom ábra készítése eleve kizárt. Ha színes nyomtatóval dolgozunk, a színes nyomtatás a Beállítások/Egyebek dialógusban kapcsolható be.

Ezen kívül alapértelmezés szerint a nyomtatás különböző vonalvastagságokkal történik; ez a legtöbb esetben így jó. Ha valamilyen okból minden vonalat csupán finom hajszálvonalként kívánunk megjeleníteni, ezt is beállíthatjuk ugyanebben a dialógusban.

.wmf export

Az Euklides saját formátuma – a program sajátos jellegéből adódóan – nem kompatíbilis semmilyen más fájlformátummal. Mégis szükség lehet arra, hogy az elkészült ábrákat – pl. illusztrációként – más alkalmazásba átemeljük. Ezért biztosított a lehetőség, hogy az elkészült ábrát szabványos .wmf (Windows MetaFile) formátumban exportáljuk. Ezt a formátumot általában más alkalmazások is fogadni tudják.

Ez természetesen már csak egy statikus ábra; változtatásokra ilyenkor már nincs mód, csupán – megfelelő programokkal – az általános vektorgrafikus manipulációk erejéig.

A konverzió a Fájl menü .wmf export parancsával történik. Ilyenor – a mentéshez hasonlóan – meg kell adnunk a keletkező fájl nevét és helyét a hagyományos Mentés dialógusban.

Ha – a nyomtatásnál fentebb említett szempontok miatt – a képet fekete-fehérben vagy hajszálvonalakkal kívánjuk exportálni, a Beállítások/Egyebek dialógust kell használnunk.

Alapértelmezés szerint a képernyő aktuális tartalma fog .wmf fájlba íródni.

Aktív terület kijelölése

Ha az ábrának csupán egy részletét szeretnénk nyomtatni, .wmf fájlba exportálni vagy egyszerűen csak tanulmányozni, aktív területet kell kijelölnünk a [image: image120.bmp] gomb segítségével. Más grafikus alkalmazásoknál megszokott módon nyomva tartott egérgombbal, húzással jelölhető ki a kívánt téglalap alakú tartomány, mely utána sarkainak vontatásával módosítható (természetesen csak [image: image121.bmp] üzemmódban). Kijelölő üzemmódban a terület valamely (nem objektumra eső) belső pontjánál megfogható és vontatható is.

Újabb kijelölés a régit felülírja; egyetlen kattintás (húzás nélkül) megszünteti az aktív területet. Nyomtatáshoz a lapon való pozícionálás az aktív terület és a lap helyzetének relatív változtatásával (a lap mozgatásával) tetszés szerint elvégezhető.

Ez a kijelölés éppen úgy természetes vágási határt jelent a kép számára, mint a papír (a kettő közül ez az erősebb); az ott leírtaknak megfelelően viselkedik.

A kijelölt terület aktiválása ill. rejtése (nem végleges törlése!) a [image: image122.bmp] gombbal történik. Rejtett állapotban nem érvényes a képvágás; jól jöhet ez a lehetőség olyankor, ha a szerkesztés egy, a kijelölt területen kívüli részletén szeretnénk változtatni.

[image: image123.bmp] benyomott állapota mellett [image: image124.bmp] is mindig benyomott állapotban van; vagyis [image: image125.bmp] benyomásakor automatikusan benyomódik és ebben az üzemmódban ki sem kapcsolható.

Néhány közismert és nevezetes geometriai probléma demonstrálása

Ebben a fejezetben néhány klasszikus geometriai tételt és feladatot próbálunk bemutatni és szemléltetni a program segítségével. A problémák áttanulmányozása, megszerkesztése közben nem csupán a program lehetőségeit ismerjük meg és gyakoroljuk be, hanem hasznos ismeretekre is szert tehetünk, vagy tudásunkat frissíthetjük. Tekinthető ez a fejezet kedvcsinálónak, program használati utasításába csempészett leckének, esetleg – tanárok számára – oktatási segédletnek, ötletadónak is.

Nem lehet feladatunk ugyanakkor, hogy tankönyvi igényességű definícióknak, bizonyításoknak adjunk helyet; csupán az adott feladat megértéséhez közvetlenül szükséges ismeretek felemlítésére szorítkozunk. Igyekszünk minél több szemléltető ábrát is mellékelni, melyek természetesen a programmal készültek.

Akit egy-egy probléma részletesebben is érdekel, utánanézhet bármelyik alapvető középiskolai vagy egyetemi tankönyvben (ld. az irodalomjegyzéket!).

Kezdjük a könnyebb végén, tekintsük át néhány közismert, háromszögekre vonatkozó tétel demonstrálását!

Súlyponttétel

Háromszög súlyvonalán egy csúcsát a szemközti oldal felezőpontjával összekötő szakaszt értjük. Egy háromszögnek nyilván három súlyvonala van. A súlyponttétel szerint ezek egyetlen pontban metszik egymást:
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A súlyvonalak egy pontban metszik egymást

Háromszög köréírt köre

Ez a feladat szerepelt már a fentiekben, de a rend kedvéért itt is leírjuk:

Bebizonyítható, hogy a háromszög oldalfelező merőlegesei (3 db) egy pontban metszik egymást. Ez a pont egyenlő távolságra van a csúcsoktól, ezért ez a háromszög köré írható kör középpontja.
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Háromszög és köréírt köre

Magasságpont

Háromszög magasságvonalán egy csúcsból a szemközti oldalra bocsátott merőleges egyenest értjük. Közismert tétel szerint a háromszög mindhárom magasságvonala egy pontban metszi egymást. Ez a nevezetes pont a háromszög magasságpontja.
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Hegyesszögű háromszög magasságpontja
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Tompaszögű háromszög magasságpontja

Euler-egyenes

A háromszög fentebb tárgyalt nevezetes pontjaival kapcsolatos érdekes tétel, hogy ezek (köréírt kör középpontja, súlypont, magasságpont) bármilyen háromszög esetén egy egyenesre esnek: ez az ún. Euler-egyenes. A programmal megfigyelhető ennek viselkedése a háromszög változtatása közben.
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A háromszög súlypontja, magasságpontja és oldalfelezőinek metszéspontja az Euler-egyenesre esik

Háromszög beírt és hozzáírt körei

Tekintsünk három, egymást páronként metsző egyenest (háromszög oldalegyenesei)! Hol vannak a síkon azok a pontok, melyek mindhárom egyenestől egyenlő távolságra vannak?

Bebizonyítható, hogy ezek a pontok a háromszög külső és belső szögfelezőinek metszéspontjai, melyekből összesen 4 van. Ez a négy pont egyenlő távolságra van a háromszög oldalegyeneseitől; ezek a háromszög beírt és hozzáírt köreinek középpontjai.

[image: image131.wmf]
Háromszög beírt és hozzáírt körei

Thalesz tétele

Az egyik legközismertebb klasszikus tétel Thalesz tétele, mely szerint egy kör átmérője kerületi pontjaiból (kivéve természetesen az illető átmérő végpontjait) derékszögben látszik. A tétel igazsága a programmal „mazsolák” számára is könnyen igazolható és a bizonyítás is egyszerűen érthető – talán még egyedül is megsejthető.

[image: image132.wmf]
Thalesz tétele

Kerületi és középponti szögek tétele

Thalesz tételének általánosítása a kerületi és középponti szögek tétele, mely szerint a kör egy ívéhez tartozó kerületi szög éppen fele az ugyanezen íven nyugvó középponti szögnek. Ebből rövid úton következik, hogy az azonos íven nyugvó kerületi szögek viszont egyenlők.

[image: image133.wmf]
Kerületi és középponti szögek tétele

Wallace-egyenes (Simson-egyenes)

Induljunk ki egy háromszögből. Vegyünk egy pontot, majd bocsássunk ebből merőlegeseket a háromszög oldalegyeneseire! Bizonyos esetekben a három talppont egy egyenesre esik, más esetekben nem.

Bebizonyítható, hogy egy pontból a háromszög oldal​egyeneseire bocsátott merőlegesek talppontjai pontosan akkor illeszkednek egy egyenesre, amikor az illető pont a háromszög köréírt körén van.
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Simson-egyenes

Feuerbach-kör

Rendkívül érdekes, hogy bármely háromszög nevezetes pontjai közül 9 egyazon körre esik. Ezek: oldalfelező pontok (3), magasságok talppontjai (3), továbbá a magasságpontot a csúcsokkal összekötő szakaszok felezőpontjai (3).

Ez a nevezetes kör a Feuerbach-kör vagy „kilenc pont köre”. A kör középpontja az oldalfelezők metszéspontját a magasságponttal összekötő szakasz felezőpontja.
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Háromszög Feuerbach-köre

Középértékek közötti összefüggések

A matematika két (vagy több – általában pozitív) számra többféle középértéket definiál. Ezek közül a leggyakoribbakat és egy-egy lehetséges szerkesztési módjukat áttekintjük:

A legismertebb a számtani közép (egyszerű átlag):
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A számtani közép megszerkesztése

A másik ilyen a mértani közép:
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A mértani közép megszerkesztése

Továbbá az ún. harmonikus közép:
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A harmonikus közép megszerkesztése

Közöttük fennáll a közismert összefüggés:
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Mivel pozitív valós számok szakaszhosszakkal azonosíthatók, könnyen érthető geometriai módszerek léteznek a fent említett középértékek megszerkesztésére és látványosan demonstrálható a köztük fennálló egyenlőtlenség is:
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A középértékek összehasonlítása

Két kör közös érintõi

Két körnek lehetnek közös külső vagy belső érintői. Külső érintők nyilván akkor léteznek, ha egyik kör nem tartalmazza a másikat, belsők pedig akkor, ha emellett a körök még nem is metszik egymást.

Először foglalkozzunk a közös belső érintőkkel, mert ezek megszerkesztése bizonyos szempontból egyszerűbb!

[image: image144.wmf]
Két kör közös belső érintői

Ezen szerkesztéshez az szükséges, hogy két szakaszhossz összegét tudjuk képezni. Ez könnyen megtehető egy egyenesen vagy félegyenesen megfelelő sugarú körök húzásával:
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Két szakasz összeadása

Ezzel az összeg-sugárral kell kört rajzolnunk valamelyik kör középpontjából (mindegy, hogy melyikből), majd ehhez érintőt húzni a másik középpontból. A közös érintők ezekkel lesznek párhuzamosak:

[image: image146.wmf]
Két kör közös belső érintőinek megszerkesztése

A közös külső érintők szerkesztése is hasonlóképpen történik, ám ha azt szeretnénk, hogy a körök sugarainak változását is mindig híven kövesse az ábra, akkor két alternatívát is meg kell szerkesztenünk. Emiatt lehet nagyon tanulságos ennek elkészítése.

[image: image147.wmf]
Két kör közös külső érintői

A külső érintők megszerkesztésére az a szabály, hogy a nagyobbik kör sugarából le kell vonni a kisebbik sugarát, és ekkora sugarú kört kell rajzolni a nagyobbik kör középpontjából. Ezzel elveszett a szimmetria, ami az előzőekben lehetővé tette, hogy bármelyik kör középpontját választhattuk a segédkör középpontjául. Különbséget kell tehát tennünk két eset között, mikoris egyik vagy másik kör sugara a nagyobb!

A kétféle (r1-r2 ill. r2-r1) sugárnak egymást kizárva kell keletkezni (a kettő közül pontosan egyiknek). Ez például a következő trükkel lehetséges:

Közös kezdőpontból felveszünk két, ellentétes irányba induló félegyenest. (Ez történhet például két ellentétes irányú vektorral párhuzamos félegyenesek felvételével.) A közös kezdőpontból felveszünk mondjuk a pillanatnyilag éppen nagyobb kör sugarával egy kört, majd ennek valamelyik félegyenessel való metszéspontjából a kisebbik sugárral egyet. Ennek a körnek és a félegyenesnek vesszük a félegyenes végpontjához közelebbi metszéspontját. A különbség-sugár nyilván az ezt a pontot a félegyenes végpontjával összekötő szakasz lesz. Ez a szakasz megszűnik abban az esetben, ha fordul a helyzet és a másik kör sugara válik nagyobbá, hiszen akkor a körnek az előbbi félegyenessel vett metszéspontja megszűnik. Ilyenkor viszont éppen a másik félegyenessel keletkezik metszéspont; most ezt és a félegyenesek közös kezdőpontját összekötő szakasz lesz a szükséges különbség-sugár.

Most kétszer meg kell ismételnünk ugyanazt a lépés-sorozatot: egyszer mikor egyik, másszor mikor a másik kör a nagyobb. Az éppen nagyobbik kör középpontjából az éppen aktuális különbség-sugárral kört rajzolunk, majd a másik (a pillanatnyilag kisebb) kör középpontjából érintőket szerkesztünk e körhöz. A keresett közös érintők ezekkel lesznek párhuzamosak.

[image: image148.wmf]
Közös külső érintők megszerkesztése

Ha a két kör nagysága közel megegyező sugarúvá válik, akkor a különbség sugár nagyon megközelíti a zérus értéket, mely szingularitási határesetet – mint korábban említettük – a program nem kezeli. Ilyenkor természetesen minden további, közvetetten származó objektum (átmenetileg) megszűnik; a közös érintők ilyenkor nem keletkeznek.

Három kör páronként közös külsõ érintõi

Vegyünk fel három kört, és közülük mindegyik kettőnek szerkesszük meg közös külső érintőit (fentiek elvégzése után ezek akár részlet-szerkesztésként is beszúrhatók). Vegyük fel az érintő-párok metszéspontjait (3 db)!

Azt fogjuk tapasztalni, hogy e három pont mindig egy egyenesre esik:

[image: image149.wmf]
Inverz alakzatok

A program lehetőségeinek taglalásakor érintettük már az inverzió fogalmát. Most néhány konkrét példán mutatjuk be ezen transzformáció lényegét, tulajdonságait, alkalmazási lehetőségeit – kevésbé ismert transzformáció lévén az eddigieknél kicsit több magyarázattal.

[image: image219.wmf]Vegyük fel az inverzió alapkörét majd egy pontot és képezzük inverzét a körre!

Mozgassuk a pontot és figyeljük meg, hogy változik a képe!

Mi lehet az inverz képe az alapvető geometriai alakzatoknak?

[image: image220.wmf]Először vizsgáljuk meg, mi az egyenes inverz képe!

Ezt úgy tehetjük meg, hogy egy pontot futtatunk végig az egyenesen. Célszerű felvenni egy pontot, majd képezni ennek vetületét a vizsgált egyenesre ([image: image150.bmp]). A vetület inverzét képezzük és így figyeljük a fejleményeket. (Alkalmazhatjuk az Objektumgravitáció bekapcsolását is a pont végigkíséréséhez.)

Hamar rájövünk, hogy az egyenesen végigfutó pont inverze egy olyan körön fut, mely átmegy az inverzió alapkörének középpontján (a transzformáció pólusán).

Ennek azért kell így lenni, mert az egyenes a végtelenbe távolodik, ezért a képe nyilván minden határon túl kell közelítse az inverzió pólusát.

Az egyenes inverze tehát általában egy póluson áthaladó kör – kivéve belőle természetesen magát a pólust. Ez úgy szerkeszthető meg, hogy az egyenesnek a pólushoz legközelebbi pontját (a pólus vetülete az egyenesre!) invertáljuk, majd erre és a pólusra mint átmérő végpontjaira kört emelünk.

Mozgassuk az egyenest vagy az inverzió alapkörét és figyeljük meg az inverz alakzatot!

Tapasztalni fogjuk, hogy az egyenest a pólushoz közelítve az inverz kör sugara nő, „egyenesedik” és – bár a határeset éppen nem képződik, látható, hogy a póluson átmenő egyenes inverze önmaga.
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Egyenes és inverze

[image: image221.wmf]Szerkesszük meg egy kör inverzét!

Az egyenesnél leírtakhoz hasonló módon megsejthető, hogy kör inverze szintén kör. Kör inverze úgy szerkeszthető meg, hogy a körnek a pólushoz legközelebbi és a tőle legtávolabbi pontját invertáljuk (a póluson és a kör középpontján átmenő egyenes segítségével), majd e két pontra mint átmérő végpontjaira kört emelünk.

Nem igaz, hogy a kör középpontjának inverze az inverz kör középpontja!
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Kör és inverze

Apollonius-féle szerkesztések

Ezen feladatokban mindig három adott objektumot érintő (esetleg – pont esetén – illeszkedő) köröket kell szerkesztenünk. (A legegyszerűbb ilyen feladat három adott pontra illeszkedő kör szerkesztése, ami történetesen éppen a háromszög köréírt köre. Ismerjük a három, egymást páronként metsző egyenest érintő körök feladatát is, amely éppen háromszög be- és hozzáírt köreinek szerkesztését jelenti.)

Két ponton átmenő, adott egyenest érintő kör

Olyan kört kell szerkesztenünk, mely átmegy két adott ponton és érint egy egyenest:

[image: image155.wmf]P

2

P

1

M



E

2

E

1


Két adott ponton áthaladó, adott egyenest érintő körök

A szerkesztés elvégzéséhez szükséges a szelő és érintő szakaszok tétlének ismerete, miszerint adott külső pontból körhöz húzott érintő hossza mértani közepe a pontból a körhöz húzott szelő szakaszoknak. Így ME1=ME2, méghozzá ezek MP1 és MP2 mértani közepei. A mértani közepet a korábbiakban vázolt módon megszerkeszthetjük (akár esetleg már kész korábbi szerkesztésünk felhasználásával).

Adott ponton átmenő, két adott egyenest érintő kör

Olyan kört keresünk, mely áthalad egy ponton és két adott egyenest is érint. A szerkesztés menetét itt most nem részletezzük; a módszer lehet pl. egy, a szárakat érintő tetszőleges kör megfelelő mértékű nagyítása az egyenesek metszéspontjából. Haladó felhasználóknak ajánljuk, készítsék el úgy a szerkesztést, hogy a pont vontatásakor mindegyik síknegyedben működjön.
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Adott ponton áthaladó, két adott egyenest érintő körök

Adott ponton átmenő, két adott kört érintő kör

Ez az egyik legnehezebb Apollonius-feladat; az általános megoldás csak az inverzió alkalmazásával lehetséges – tanulságos példa e különleges transzformáció alkalmazására.

E szerkesztés részként tartalmazza két kör közös érintőinek megszerkesztését is, ezért ez csak annak ajánlott, aki azt a szerkesztést (lásd fentebb), továbbá körök és egyenesek inverz alakzatainak megszerkesztését már tökéletesen érti. E feladatot jelentősen egyszerűsíti, ha rész-szerkesztéseket külön fájlokban elkészítünk, mert a megoldást (esetleg ismételve) ezekből kapjuk, és a teljes szerkesztés elég bonyolult már ahhoz, hogy részletszerkesztések beszúrása nélkül, közvetlenül kedvünk legyen megcsinálni.

Az inverzió pólusául az illető pontot választjuk, az alapkör sugarául pedig egy elvileg tetszőleges (gyakorlatilag inkább hosszabb) szakaszt.

Az inverzió az illeszkedési (metszés, érintés) relációkat megtartja, ezért végrehajtható a következő:

A két érinteni kívánt kört invertáljuk. (Ezek inverzei – mivel a póluson nem mennek át – szintén körök lesznek.) Az inverz feladat megoldása nem más, mint ezen inverz körök közös érintőinek megszerkesztése. Általános esetben összesen 4 (2 külső, 2 belső) érintő szerkeszthető. Ezt a négy egyenest kell „vissza” invertálnunk; így adódnak a keresett körök.

Néhány lehetséges megoldás:

[image: image157.wmf]
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Lencsék, tükrök leképezése – sugármenetek szerkesztése

Néhány szép szerkesztési feladatot ad számunkra a geometriai optika is. Különféle optikai eszközök (tükrök, lencsék) képalkotásának megértését segítheti, ha elvégezzük a következő sugármenet-szerkesztéseket.

Az alábbi (ideális) optikai eszközök közös vonása, hogy az egy pontból induló sugarakat – visszaverődés illetve törés után – mindig egy pontban egyesítik, méghozzá az optikai tengelyre merőleges tárgysíkok pontjait ugyancsak a tengelyre merőleges képsíkokra képezik. Ez azt jelenti, hogy egy pontszerű fényforrás képének megszerkesztéséhez mindig elegendő két sugármenetet megszerkeszteni (hiszen fentiek szerint minden további sugár ugyanott egyesül).

Az alábbi eszközök rendelkeznek ún. fókuszponttal, ami azt jelenti, hogy az eszközre az optikai tengellyel párhuzamosan érkező sugarak mindig úgy módosulnak (verődnek vissza vagy törnek meg), hogy a fókuszon mennek át, vagy úgy tartanak szét, mintha egy (virtuális) fókuszból indultak volna és viszont. Ezek szerint legalább két könnyen megszerkeszthető sugármenet mindig van: a fényforrástól az optikai tengellyel párhuzamosan, továbbá a fókusz felé induló sugár útja.

Ezekhez jöhet még az eszköz centrumára eső sugár, ami ismét könnyen követhető: (ideálisan vékony) lencséknél nem szenved irányváltozást, tükröknél pedig úgy verődik vissza, mint síktükörről.

A következőkben általában ezeket a sugarakat fogjuk használni.

Ezek a feltételezések maradéktalanul csak elméletben létező, ideális eszközöknél teljesülnek: nagyon vékonyak (legalábbis méretük a fókusztávolságukhoz képest elhanyagolható), ugyanakkor mégis nagy kiterjedésűek stb.

Homorú tükör

A homorú tükör a rá az optikai tengellyel párhuzamosan érkező sugarakat egy pontban egyesíti (parabolatükör) – valódi fókusza van.

Ha a tárgy a fókuszán kívül helyezkedik el, akkor fordított állású valódi kép keletkezik.

Nagyított a kép, ha a fókusz és a kétszeres fókusz között van a tárgy:
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Kicsinyített, ha a kétszeres fókuszon kívül helyezkedik el:
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Ha a tárgy a tükör fókuszán belül helyezkedik el, mindig nagyított, egyenes állású látszólagos képet kapunk.

Érdemes megfigyelni a programmal, hogyan változik a kép a tárgy helyének változtatásával. A fókuszon áthaladva a kép hirtelen egyik oldalról végtelen messziről másik oldalra végtelen messze kerül.
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Látszólagos nagyított kép
(borotválkozótükör)

Domború tükör

A domború tükör a rá az optikai tengellyel párhuzamosan érkező sugarakat úgy szórja szét, mintha azok egy, a tükör mögött elhelyezkedő látszólagos (virtuális) fókuszból indultak volna.

A domború tükör mindig látszólagos, egyenes állású és kicsinyített képet ad (visszapillantó tükör):
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Gyűjtőlencse

A lencsék fizikailag más elven működnek a tükrökhöz képest – visszaverődés (reflexió) helyett töréssel (refrakció) –, mégis rokonok a sugármenet-szerkesztések szempontjából.

A gyűjtőlencse a homorú tükörhöz hasonlítható, mert egyaránt valódi fókuszuk van.

A gyűjtőlencsére az optikai tengellyel párhuzamosan érkező sugarak úgy törnek meg, hogy a lencse másik oldalán egy valódi fókuszban találkoznak.

Ha a tárgyat a fókuszon kívülre helyezzük, fordított állású, valódi kép keletkezik: a kétszeres fókuszon belül nagyított, kívül kicsinyített.
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Gyűjtőlencsével képezett valódi nagyított kép
(Vetítőgép-modell)

A homorú tükörhöz hasonlóan a gyűjtőlencse is a fókuszán belül elhelyezett tárgyról egyenes állású, látszólagos, nagyított képet ad.
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Gyűjtőlencsével képzett valódi kicsinyített kép
(Fényképezőgép-modell)
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Gyűjtőlencsével képezett látszólagos kép
(Egyszerű kézi nagyító)

Szórólencse

Ahogy a gyűjtőlencse a homorútükör, úgy a szórólencse a domború tükör rokona; előbbieknek van, utóbbiaknak nincs valódi fókuszuk.

A szórólencse (negatív, virtuális fókuszú lencse) a rá az optikai tengelyével párhuzamosan érkező sugarakat úgy szórja szét, mintha azok az „érkezési oldal” egy látszólagos fókuszából indulnának.

A szórólencsével valódi (konvergens sugarakkal képezett, ernyőn felfogható) kép nem alkotható: a kép mindig látszólagos, mint ilyen egyenes állású, kicsinyített:

[image: image168.wmf]F



O



t



Lencse



P



T



P'



K




A szórólencse által képzett látszólagos kép

Magasabb szintû alkalmazási lehetõségek

Az itt következőkben arra szeretnénk felhívni a figyelmet, hogy a szerkesztőprogram nem csupán „középiskolás fokon” hasznos segédeszköz, hanem felsőfokú demonstrálásban, oktatásban, feladatmegoldásban, kutatásban is hatékony segítőtárs lehet.

Néhány példában a projektív geometria területéről vett problémákat említünk meg.

A projektív geometria egyik érdekessége, hogy csak pontokkal, egyenesekkel valamint ezek illeszkedési relációjával dolgozik. A párhuzamosság fogalmát – itt most nem részletezett módon – kiiktatva a pont és egyenes fogalmaira nézve teljesen szimmetrikus axiómarendszert állít fel. Ennek következménye a dualitás-elv, mely szerint egy kimondott és bizonyított projektív geometriai tétel mellett automatikusan igaz az a tétel is, mely előbbiből a pont és egyenes fogalmainak formális felcserélésével adódik. Ez az előbbi tétel duálisa; alábbiakban duális tételpárokra is látunk majd példát.

Egy másik meglepő momentum, hogy a csupán pontokkal és egyenesekkel operáló projektív geometria érdekes módon kapcsolódik jóval bonyolultabbnak tűnő alakzatok, a kúpszeletek (körök, ellipszisek, parabolák, hiperbolák …) elméletéhez.

Perspektív háromszögek

Két háromszög pontra nézve perspektív, ha megfelelő csúcsaik egyazon sugársor (adott ponton áthaladó egyenesek halmaza) elemeire illeszkednek. (Más szóval: ABC háromszög perspektív A’B’C’ háromszöggel, ha az AA’, BB’, CC’ egyenesek egy pontban metszik egymást.)
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Pontra nézve perspektív háromszögek

Ebben az esetben igaz, hogy a két háromszög egyenesre nézve is perspektív: megfelelő oldalegyeneseik metszéspontjai egy egyenesre esnek (Desargues tétele).
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Pontra és egyenesre nézve perspektív háromszögek

Pappos tétele

Ha A1, A2, A3 egy egyenesnek, B1, B2, B3 pedig egy másik egyenesnek a két egyenes közös pontjától különböző három-három pontja, akkor az A1B2, A2B1, az A1B3, A3B1, továbbá az A2B3, A3B2 egyenesek metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek.
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Pappos tétele

[image: image173.wmf]O

a

a

3

a

2

a

1

O

b

b

2

b

1

b

3

P

0


Pappos tételének duálisa

Pappos tételének duálisa

Ha a1, a2, a3 egy sugársornak, b1, b2, b3 pedig egy másik sugársornak a két sugársor közös egyenesétől különböző három-három egyenese, akkor az a1-b2, a2-b1, az a1-b3, a3-b1, továbbá az a2-b3, a3-b2 egyenespárok metszéspontjait összekötő egyenesek egy pontra illeszkednek.

Kúpszelet pontjainak megszerkesztése egyélû vonalzóval

Érdekes kapcsolatban áll a projektív geometria és a kúpszeletek elmélete. Erre szolgálnak például a következők.

Sugársornak nevezzük az egy ponton áthaladó egyenesek halmazát. Két különböző centrumú sugársor elemei között kölcsönösen egyértelmű (bijektív) megfeleltetés létesíthető a projektív síkon, ha metszésbe hozzuk őket egy projektív egyenessel és a sugársor azon elemeit tekintjük egymásnak megfelelőnek, melyek ezt az egyenest egyazon pontban metszik (sugársor-pontsor-sugársor megfeleltetés):
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Perspektív sugársorok

A két sugársor közti kapcsolatot perspektivitásnak, az egyenest a perspektivitás egyenesének nevezzük.

Ha ilyen perspektív megfeleltetésekből többet összekomponálunk (sugársor perspektív egy másikkal, az egy harmadikkal, stb.), akkor a láncban közvetlen kapcsolatban nem lévő sugársorok egymással projektív kapcsolatban vannak.
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Projektív sugársorok

Az az érdekes, hogy projektív sugársorok megfelelő elemeinek metszéspontjai valamilyen kúpszeleten vannak – márpedig ez a szerkesztés egyetlen egyélű vonalzóval elvégezhető(!):
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Ellipszis pontjainak szerkesztése projektív sugársorokkal

(Az ábrán az áttekinthetőség kedvéért maguk a sugársorok nem szerepelnek.)

Észrevehetjük, hogy a kúpszeletre a sugársorok centrumai, valamint a perspektivitások egyeneseinek metszéspontja is illeszkednek. A szerkesztés „szabadsági fokait” jelentő objektumok a perspektivitások centrumai és egyenesei (O1, O2, O3, ep1, ep2). Ezeket mozgatva kísérletezhetünk különböző kúpszeletek létrehozásával. Az előbbi ellipszis néhány mozdulattal könnyedén hiperbolává alakítható:
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Hiperbola pontjainak szerkesztése projektív sugársorokkal

A parabola elméleti határeset az ellipszis és a hiperbola között.

Brianchon tétele

Ez a tétel azt mondja ki, hogy egy általános kúpszelet köré írt hatszög átellenes csúcsait összekötő egyenesek (átlók) egy pontban metszik egymást (Brianchon-pont).

A tételt általános kúpszelettel nem, csupán körrel tudjuk demonstrálni. Ám ez is nagyon látványos tud lenni, ha a hatszöget eléggé „kifacsarjuk” (a hatszöget persze oldalegyenesekkel értjük – azoknak kell érinteni a kúpszeletet):
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Pascal tétele

Brianchon tételének Pascal tétele éppen a duálisa. Eszerint egy kúpszeletbe írt hatszög átellenes oldalegyeneseinek (3 pár!) metszéspontjai (3 db) egy egyenesre esnek. Erre is több érdekes eset mutatható:
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